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1. INTRODUCTION 


> Dans un plan affine, deux droites peuvent de pas se couper. Cela nous 
oblige à envisager de nombreux cas particuliers qui alourdissent les démonstra- 


tions. 


> Dans un espace affine de dimension finie sur K, quelle est la dimension 
de Aff(FUG)?S\ AE Fet BE G, on envisage 2 cas : 


—> —> — | | 
-SABE F+G,alors FNGZS, FNG est un s.e.a. de direction 
—— 


— —  — —  — 
F\G,et Aff(FU G) est de direction Vect( EU G) = F' + G. Alors : 
—  — 
dim(Aff(FUG)) = dm(F+G) 
— — —  — 
dim F+dmG-—-dim(FnNnG) 
dim F + dimG — dim(FNnG). 


—>  — 


- Si AB é F' + G, alors FNG = S et Aff (FU G) est de direction 
—  — —— 
Vect( FU GU{AB}), donc 


a  — —> 
dim(Aff(FUG)) = dim F+G+KAB) 
dim(F + G)+1 

— — — 
dim F+dimG-—dim FNnG)+1 
— dimF + dimG — dim(F N G) +1. 


La formule dim (AfF(FUG)) = dimF +dimG -— dim(F"NG) n'est donc 
pas toujours vrale. 


Peut-on imaginer un espace ressemblant fondamentalement à un espace affine, 
mais où deux sous-espaces s'interceptent toujours ? 


> La figure ci-dessous représente deux droites sécantes D et D’, et un 
point À n'appartenant ni à D, ni à D’. La fonction f qui à M € D associe 
N € D'tel que M, À, N soient alignés, n'est pas définie sur tout D. 


Mo n a pas d'image, et No n a pas d'antécédent. Pour traiter cette pathologie, 
on peut adjoindre des ” points à l'infini” con et co» aux droites D et D”, puis 
poser f (cop) = No et f (Mo) = co7y. 

La correspondance f : D U {op} — D'U {y} devient une bijection ! 


Une "droite" ne peut-elle pas être considérée comme une droite affine stan- 
dard D augmentée d'un point à l'infini qui caractérise sa direction (le fameux 
point cop) ? 


C'est l'ingénieur militaire français Girard Desargues (1591-1661) qui le pre- 
mier définit le plan projectif comme un plan "usuel" auquel on rajoute des 
points à l'infini correspondant, chaque fois, à des directions de droites, deux 
droites parallèles se coupant toujours en un point à l'infini. 


Desargues continua les travaux des grecs Apollonius de Perge (II° s.av.J.-C.), 
Ménélaüs d'Alexandrie (1%s.ap.J.-C.) et Pappus d'Alexandrie (IV®s.ap.J.-C.) 
sur les sections coniques. Il s'intéressa à la perspective. Les théorèmes affines 
qui portent son nom s énoncent d'une seule manière si l’on se place dans le 
plan projectif. 


Si D est une droite du plan usuel Æ, notons y sa direction. 
Le plan projectif P(Æ) est l'ensemble : 


où Ds = {op / D droite de E} représente la "droite à l'infini". 


Droite à l'infini 


2. DEFINITION RIGOUREUSE 
D'UN ESPACE PROJECTIF 


Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif. 


Définition 1 Soit E un espace vectoriel de dimension fini sur K. L'espace 
projectif associé à E est l'ensemble quotient de E\ {0} par la relation d'équi- 


valence : 
xRy & IE KŸ x = AY. 


On le note P(E), de sorte que P(E) = (E\ {0}) /R. 


La classe d'équivalence + de x € E\{0} suivant R est la droite Vect (x) 
engendrée par x privée du vecteur nul. P(Æ) est donc en bijection naturelle 
avec l'ensemble des droites vectorielles de F;. 

La surjection canonique p : E\ {0} — P(Æ) est définie par p(x) = x. 

On confondra cette surjection avec la fonction p : E — P(EÆ) qui reste 
surjective, mais n'est plus définie sur Æ tout entier. 


Définition 2 La dimension de P(E) est dimP(Æ) = dim E —1. On dit que 
P(Æ) est une droite (resp. un plan) projectif si dimP(ÆE) = 1 (resp. 2). 


Définition 3 Sin € N*, P(K"+1) est l'espace projectif standard de di- 
mension n sur K. On note indifféremment P? = P°(K) = P(K?+1). 


Définition 4 Si F est un sous-espace vectoriel de EF, l'ensemble F — p(F) 
——> 
est appelé sous-espace projectif de P(F) associé à F', et sa dimension est, 
—— 
par définition : dim F° = dim F° — 1. 


—> —> 

> Poser dim F — dim F° — I respecte notre intuition : si F° est une droite, 
—> —> 

F = p(F') est un singleton auquel on attribue la dimension dim F° — 1 — 0, 


ce qui est naturel | 


Théorème 1 Une intersection (V;-<r F; de sous-espaces projectifs F; associés 
— — 
à des sous-espaces vectoriels F; est un sous-espace projectif associé à (;<r F;. 


Le Théorème 1 permet de définir le sous-espace projectif engendré par une 
partie À de P(Æ). On le note Proj (A). 


Théorème 2 Si AC P(E), alors Proj (A) = p (Vect (pt (A))) . 


Théorème 3 {Théorème des dimensions) 
1) Si F' et G sont deux sous-espaces projectifs de P(E), 


dim(Proj(FUG))=dimF+dimG-dim(FnG). 
2) En particulier, si dim F + dimG > dimP(Æ), l'intersection FN G n'est 
pas vide : deux droites du plan projectif seront toujours sécantes. 


3. COORDONNEES HOMOGENES 


Définition 5 Soit e — (ep,..….,en) une base de l'espace vectoriel E. Soit 
M = p(x) € P(E). Les coordonnées homogènes de M dans la base e 
sont les coordonnées de x dans cette base. Ces coordonnées sont définies à 
un coefficient multiplicatif non nul près. On note (xp : x1:..….: Zn) un tel 
système de coordonnées homogènes de M. Ainsi 


nm 
Meier) Me re), 
i=0 


Définition 6 Les points Po, P1, …, P, de P(E) sont projectivement in- 
dépendants s'ils proviennent de vecteurs linéairement indépendants. On dit 
alors aussi que la famille (Po, P1,.…, PL) est projectivement libre. 


Définition 7 On suppose dimP(Æ) = n. Un repère projectif de P(Æ) est 
la donnée d'une (n + 2)-liste (Po, P1,..…., Ph11) de points de P(E) tels qu'il 
existe une base e — (ep,...,en) de E avec 

1)ViE {0,1,...,n} P;=p(e) =(0:.….:0:1:0:..:0) f(lel est à 
la i-ième place), 

2h tte LS ST): 
Les Po, P1,..., Pn sont les points base, et P,,:1 est le point unité. 


La donnée d’un repère projectif (Po, P1,.…., Ph+1) de P(ÆE) permet de recons- 
tituer très précisément une base e de Æ et d'introduire les coordonnées ho- 
mogènes d'un point quelconque dans cette base (que l’on appellera coordonnées 
homogènes dans le repère projectif). 


En effet, si e — (eo, .…., en) et e’ = (ef, .….,e,) sont deux bases de E vérifiant 


les conditions de la définition précédente, pour tout à € {0,1,...,n}, 
P,=ple)=p(e) & 2À4EK* e = e;, 


et 


nm nm nm nm 
Pau = PO &)=p(5 6) & 1e K* Se) e; 
i=0 i=0 i—=0 i—=0 


par conséquent À; — À pour tout à € {0,1,..,n}. 


Les bases e”/ et e sont proportionnelles, et l'on peut indifféremment choisir l’une 
ou l'autre pour déterminer les coordonnées homogènes d'un point du projectif. 


On peut démontrer que : 


Théorème 4 Une famille (Po, P1,..…., Ph11) de n + 2 points de P(E) est 
un repère projectif si et seulement si toute sous-famille de n + 1 points est 
projectivement libre (c'est-à-dire si aucun hyperplan ne contient n + 1 points 
parmi les Po, Pr, …, Ph41). 
Ainsi : 

- Trois points À, B, C’ de la droite projective forment un repère projectif 
si, et seulement si, ils sont distincts deux à deux. 

- Quatre points À, B, C, D du plan projectif forment un repère projectif 
si et seulement si trois quelconques d'entre eux ne sont Jamais alignés. 


Dans le plan projectif, une démonstration commence souvent par le choix d'un 
repère projectif "intéressant", bien adapté à la figure sur laquelle on travaille. 
Cela permet d'utiliser des équations de droites simples dans ce repère. Cette 
technique sera utilisée pour démontrer les Théorèmes de Pappus et de Desar- 
gues. 


De façon naturelle : 


Définition 8 On appelle système d'équations cartésiennes de F' — p(F) 
dans le repère projectif (Po,.…., Pn+1) = (p (eo) , .…., pen) , PO 0 &)) 
tout système d'équations cartésiennes de F' dans la base (eo, .…, en). 


> Par exemple, une droite du plan projectif P° (K) est formée de tous les 


points de coordonnées homogènes (x : y : z) telles que 


ax + by + cz = 0 
où (a,b,c) € KŸ\ {(0,0,0)}. Une telle équation est homogène. 


> Deux points distincts À et B du plan projectif P2(K°) déterminent une 
droite (AB). 


Dans un repère projectif de P2(K), notons (ao : az : a2) et (bo : b1 : b2) les 
coordonnées homogènes de À et B. Notons a et b des vecteurs de K3 tels 
que À = p(a) et B = p(b). 

Un point M — p(x), de coordonnées homogènes (x : x1 : x2), appartient 


à la droite (AB) si et seulement si le vecteur x appartient au plan vectoriel 
Vect (a, b) engendré par les vecteurs a et b. On peut donc écrire 


To ào bo 
M € (AB) & x € Vect (a, b) & | x ay by | —=0 
T2 2 V2 


et obtenir ainsi une équation de (AB). 


4. LIEN AFFINE-PROJECTIF 


Les complémentaires d’hyperplans projectifs sont des espaces affines 
Soit P? = P(K?+1), Si x € P?, soit x = (x0 : t1 : .… : En) les coordonnées 
homogènes de x dans la base canonique de Kn+i 
Soit H; l'hyperplan d'équation x; = 0 dans Pet À; = P"\H; le complémen- 
taire de cet hyperplan. On a 


xE À; & z=(xn0:T1:..: En) avez; É£0 
TO É 
& z=(t.";: lé) 


(où le 1 est à la 5-ème position, 0 < à < n). On peut donc définir la bijection 
ji : K7 EE À; 
als test) EG lei) 


où le chapeau au dessus de x; signifie que x; est absent. 


La bijection réciproque s'écrit : 


Do. À; — Ko 
TO T1 L; En 
(to: T1: En) Fr (—,—,.,—,..., — 
Li dj TL TL 


Théorème 5 L'ensemble A; est structuré en espace affine par transport de la 
structure affine de l'espace vectoriel K”?. 


Preuve : Le groupe additif (K7, +) agit simplement et transitivement sur À; 
par l'action de groupe : 
D : À; x KT — À; 
—]1 
(2) + a+z=fi(f; (a)+z). 


Visualisation : Si À; désigne l'hyperplan affine de K”*T1 d'équation x; = 1, 
la bijection 
di : À; mx< À; 
robes ml Gi sle sr) 
est le pendant naturel de la bijection f; : K7° — À;, et permet aussi de définir 
la structure affine sur À;. 


Conséquences : 


> P7? est une variété différentielle de dimension n et de classe C'© : la 
famille {(A;, Lee est un atlas C'© de P7. 


> Le complémentaire d'un hyperplan dans un espace projectif de dimension n 
est un espace affine de dimension n. 


» Tout espace affine Æ de dimension finie peut être plongé dans un espace 
projectif de même dimension. Il est alors isomorphe au complémentaire d'un 
po projectif. Si le plongement est noté f; : E © K7 — À;, les éléments 
de H; = P”\ 4; sont appelés points à l'infini de E. L'hyperplan H; est appelé 
ee à l'infini de À;. On le note A7°, et 


P(K*) = À;| |H;= A;| |A. 


La droite bleue D est dessinée dans le plän affine A5. La droite rouge D), est 
le point à l'infini sur D, et la droite projective Pr (ab) est la réunion : 


(ab) = D|{Dæ}. On a 
P(KŸ) = A4] [P(A;) = K°{|P(K?) 


puisque P (4;) est l'ensemble des droites de A. On retrouve la description 
d'un plan projectif donnée dans l'introduction. 


Visualisation du plan affine plongé dans le projectif : 

»> Le plan affine E est identifié à la carte affine A3. 

> On choisit un repère projectif (O, I, J, K) formé de points de 4) : 
O(0:0:1); 1(1:0:1); J(0:1:1); K(1:1:1). 


> Les coordonnées affines de ces points dans l'espace affine À, sont : 
O(0,0) ; (1,0); J(0,1); K(1,1), 
où K est le point unitaire. 


> Les points Pr (1 :0:0) et Qx (0 : 1: 0) n'appartiennent pas à À;, 
mais à l'hyperplan à l'infini H;, d'équation x = 0. lai, H; est une "droite à 
l'infini". On a H5 = (PrxQo). 


On peut attribuer des coordonnées affines à Py et Qs, même si cela est un 
tantinet provocateur | 

Notons que Ps € (OT) N (JK) et Qs E (OJ)N (TK). 

On obtient le tableau : 


Points | Coordonnées homogènes | Coordonnées affines 
O (0:0:1) (0, 0) 
I (00) (1,0) | 
J (0:1:1) (0,1) | 
K (1:1:1) (1,1) | 
Ps (1:0:0) (co, 0) 

Qoo (0:1:0) (0, co) 


Tableau (T') 


Et la visualisation : 


droite à l'infini (P Q ) 


La même figure sert à visualiser des droites parallèles de l'espace affine A3 qui 
se coupent en un point de la droite à l'infini (PQ). 


Une droite affine D, de A: de vecteur directeur w (—b, a) admet une équation 


de la forme : 
De : aïp +bz;y +c=0 


dans le repère affine (O, 7,J), donc l'unique droite projective De de P(KŸ) 
qui contient D). sera : 

De : axp + 0T1 + €cto = 0. 
On a Den Ao = De et DeN(PxQo) = {M}, où M(a :B : y) s'obtient 
en résolvant le système : 


aa + b5 + cy =0 
7 = 0. 


On trouve M (—b : a : O). 


Voici la visualisation de ce phénomène : 


droite à l'infini (PQ) % 


Le cas général ne pose pas de problème : 


Si dim P(K"T1) = n, la carte affine An = P(K+1)\H, (où Hh d'équation 
Zn = 0) est mise en valeur par le choix d'un repère projectif 


R — (O, 1, .…. În, K) 


tel que : 
O=(0:0 0:0:1)—p(e) 
1 =(1:0 0:0:1)=p(e:) 
1 (0e 0:..:0:1:1)—=plen) 
K ={(1:1:.:1:1:1)=p(eg+..+en). 


On obtient alors le tableau (7h) : 


Tableau (Th) 


ES Coordonnées homogènes Coordonnées affines 
dans R dans Ra 
O (002 00%) (0,0, ..,0,0) 
I: QI :0:0:1) (1,0,...,0,0) 
In (0 : 0:1:1) (0,0, ...,0,1) 
K (1 : LL 1 (lits 1) 


5. PREUVE DU THEOREME DE PAPPUS 


On choisit le repère projectif (A, N, 4’,C), donc A(1:0:0), N(0:1:0), 
A'(0:0:1)et C(1:1:1). On obtient 3 équations de droites : 


(CA)iv=zs NON) 42; (CA') :5= y. 


Ces droites contiennent respectivement B, B' et M, donc il existe p, q, r tels 
que B(p:1:1),B'(1:q:1)}, M(1:1:r). On en déduit : 


(AB) : y=gx; (AM):2=7ry; (BN):x=pz; 
(A'B) : æ=py; (AB) : y = qz2; (MN):2=7rx. 


À | 
(:0:0) C(1:1:1) 


Puisque L € (AB) N(AB"), ses coordonnées homogènes (x : y : z) vérifient 


X — PY 
y — 42%; 


et montrer que L appartient à (MN) revient à prouver l'implication 


A 
(1:0:0) C(:1:1) 
C” appartient aux droites (AB), (AM) et (BN}), donc ses coordonnées 
homogènes vérifient 


y — qX 
= TU 
DT = DZ 


et xyz = prqzyz. Comme xyz £ 0 (si par ex. x = 0, alors x = y = z — 0, 
impossible), on obtient pqr — 1. D'où la preuve de l'implication (+) : 


NL L'= DIS > TL = DQTZ > LL =TT. 
y — q7 


6. LES CAS DE FIGURES 
DU THEOREME DE PAPPUS EN AFFINE 


On a évité l'étude de 6 cas de figures. Si l'on pose 


T = {((4'B), (AB), ((A'O), (AC')), (8/0), (80), 


les cas à envisager sont les suivants : 


> Si D et D’ sont sécantes, 


e Cas n°1 : Tous les couples de T sont formés de droites sécantes, 
e Cas n°2 : Seulement deux couples de 7 sont formés de droites sécantes, 


e Cas n°3 : Tous les couples de T sont formés de droites parallèles. 


> Si D et D' sont parallèles, 
e Cas n°4: Tous les couples de T° sont formés de droites sécantes, 
e Cas n°5 : Seulement deux couples de 7 sont formés de droites sécantes, 


e Cas n°6 : Tous les couples de T sont formés de droites parallèles. 


Pappus, Cas n°1 Pappus, Cas n°2 Pappus, Cas n°3 


Pappus, Cas n°4 Pappus, Cas n°5 Pappus, Cas n°6 


7. ET LE THEOREME DE DESARGUES ? 


Dans le repère (A, 4, 4”, O) : 
A(1:0:0), A’(0:1:0), 
A”(0:0:1)},O(1:1:1), 
D=(OA): y=2; 
DO): Ge: 
DO ae; 


(AA') :z =0; 
(AA) : y = 0; 
(A'A7) : x = 0. 


BE(OA) = B(p:1:1); 

B'Ee (OA) = B'(1:q:1) ; 

B"Ee(OA”) = B'(1:1:7r). 
La preuve consiste alors à chercher les coordonnées homogènes de Z, M et N, 


puis vérifier que ces points sont alignés en annulant un déterminant 3 X 3. Les 
détails sont donnés dans mon article complet [3]. 


8. LES CAS DE FIGURES 
DÙU THEOREME DE DESARGUES EN AFFINE 


Desargues, Cas n°1  Desargues, Cas n°2 Desargues, Cas n°3 


Desargues, Cas n°4 Desargues, Cas n°5 Desargues, Cas n°6 


9. DUALITE 


Soient E* le dual de E, E = P(Ë) et E* — P(E*). 
On définit une application & : E — E* qui : 

- à un point de À associe une droite de FE", 

- à une droite de Æ associe un point de E*. 


E D: E* ca 


ne = 
M=p(M) PD)=p(D ) 


P(E) P(E*) 


ep 


Les configurations de Ceva et de Ménélaüs sont duale : 


p(B) PC) 


P(A) 


La transformation des figures par & permet de déduire de nouveaux théorèmes 
de façon mécanique (lorsqu'il s'agit de situations d’alignement et/ou de con- 
cours). Nous allons voir deux exemples. 


Premier exemple : Le dual du Théorème de Pappus. 


Deuxième exemple : La réciproque du Théorème de Desargues est vraie, c'est 
l'énoncé dual de l'énoncé de Desargues ! Ce théorème est donc autodual. 
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Informations sur la série de diapositives 


1. Introduction : Faisons quelques dessins à main levée au tableau. 


» Sur la FIG. 1, on commence par dessiner les configurations de Pappus (= pas plus, donc on choisit 3 points 
sur pas plus de deux droites), puis celle de Desagues (— Des Sargues.. pour retenir qu’il nous faut maintenant 
beaucoup de droites, en fait 3, et choisir deux points sur chacune d’elles..). 


@) Besstnen à mar Que où EaiBan 2, 


corfiçuralt on, de lappu et de 


Pappw : Co de 2 dis 


Doaqus, : Ca de 7 dt / 

5 1 

(Paure faate ; Crf:1. de base de, 7 
UTILISER DE) HOUSTHETIES ) 


+ A 
CG nent LB m stl'o Ânasine qu ds, duits Vs. de é dé 


° Enalyaktos de fappus $ Ga shit L iron da far caf 


e Pappu > Dearçus, (adm 


Figure 1: Dessins à main levée 
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> On trace les cas particuliers où les droites sont parallèles. L’alignement est encore vrai ! On note qu’il est 
facile de démontrer le Théorème de Desargues dans le cas des trois droites parallèles en utilisant des homothéties 
de centres L, M et N, en les composant... Pour déduire l’alignement de ces centres. On reconnaît la configuration 
de base des trapèzes ! 


> Il existe une généralisation du Théorème de Pappus : c’est le Théorème de Pascal, appelé aussi "Théorème 
de l’hexagramme mystique". C’est le dernier point dessiné sur la FIG. 1. 
On a utilisé une ellipse, mais le résultat est vrai sur n’importe quelle conique, qu’elle soit propre ou non (on 
retrouve alors le cas des deux droites concourantes ou parallèles). 
Plus précisément, on peut énoncer : 


Théorème de Pascal (direct et réciproque) : On considère un hexagone du plan projectif. Alors 
les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) L’hexagone est inscrit dans une conique. 

(ii) Les intersections des paires de côtés opposés sont alignées. 


(Voir "Compléments" à la fin de ce développement). 
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Figure 2: Rayons lumineux 


2. Par l’expérimentation, on peut mettre en évidence le parcourt rectiligne de la lumière. Il existe une expérience 
très simple qui peut donner lieu à une activité en 3ème ou en seconde : 


» À l’aide d’un filament, d’un cache et d’un écran il est facile de déduire la zone de lumière, d’ombre et de 
pénombre projetée sur l’écran à partir des seules données de la longueur du filament, du diamètre du trou dans le 
cache, et des positions relatives de tous ces objets (FIG. 2). On utilise le Théorème de Thalès. 


> Une droite correspond donc à une trajectoire de lumière. Et avec des droites et des points, on fait de la 
géométrie. L'étude maîtrisée de la géométrie est d’un certain point de vue justifiée par l’expérimentation : une 
droite d’un espace affine est la représentation parfaite d’un rayon lumineux. Mais cela ne va pas si facilement : 
que deviennent les trajets de lumière dans l’infiniment grand ? Ceux-ci ont de quoi nous surprendre puisque les 
astronomes connaissent depuis longtemps l’existence de phénomènes de lentilles gravitationnelles qui courbent la 
lumière pour révéler la présence de corps stellaires massifs, mais invisibles. 
Au télescope, il n’est donc pas rare de découvrir des galaxies fantômes... L'observation de ces galaxies fantômes, 
maintenant très nombreuses, constituent d’ailleurs l’une des preuves expérimentales de la théorie de la relativité 
(voir FIG. 3). 


»m Si le parcourt d’un photon définit bien une droite, les droites de l’infiniment grand sont bien courbes et 
se déforment à volonté à proximité d’une masse importante. Bref, notre photographie de l’univers visible est 
brouillée ! Et deux droites distinctes peuvent se couper plusieurs fois. Voilà des droites "parallèles" qui se 
coupent de façon bien originale ! 
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Figure 3: La lumière se propage-t-elle en ligne droite ? 


3. C’est en essayant de représenter le réel que les architectes et les peintres de la renaissance ont été obligés 
de s’intéresser à la perspective. On trouve bien sûr des représentations "en perspective" dès certaines peintures 
préhistoriques ou dans les fresques de Pompéï, mais c’est bien au XV° siècle que l'architecte Filippo Brunelleschi! 
invente" les lois de la perspective. Pour lui, ces lois lui offrent un procédé rationnel lui permettant de dessiner 
des édifices en mettant grandement en évidence les lignes de force de l'architecture de ses bâtiments : Brunelleschi 
avait une prédilection pour les colonnades et les scansions? de l’espace. 

C’est l’architecte Leone Battista Alberti (1404-1472) qui codifiera le premier les lois de la perspective dans son 
traité "De la peinture" paru vers 1435. 

Il ne s’agit pas encore de "mathématiques", mais d’une façon empirique de représenter le réel compte tenu de nos 
sens, ici la vue. Il faudra attendre Girard Desargues*, au XVII*, pour passer de cette représentation du réel à 
l'élaboration de nouveaux concepts mathématiques, et donc de nouveaux espaces. 

En effet, il ne suffit pas d'imaginer que deux droites se coupent à l'infini pour faire des mathématiques. 11 faut 
proposer des définitions précises des espaces dans lesquels on désire travailler, obtenir des résultats conséquents, 
puis expliquer comment l’emploi de ces espaces est pertinent pour enrichir nos conceptions, par exemple en : 


- montrant que certains résultats se démontrent plus facilement dans ce nouvel environnement, 
- déduisant des théorèmes à partir de résultats connus en suivant des méthodes "simples". 


C’est ce que nous ferons dans cet exposé où nous nous intéresserons spécialement aux Théorèmes de Pappus et de 
Desargues. 

La géométrie de Desargues tomba assez rapidement dans l’oubli à cause de l’invention de la géométrie analytique 
par René Descartes (1596-1650). En inventant le concept de repère, Descartes construisit un pont entre l’algèbre 
et la géométrie, et permit de simplifier de nombreuses démonstrations en géométrie. 


4. Avec Geogebra, projeter la configuration de Pappus (fichier 081119a.ggb) puis : 


- Envoyer B’ sur la gauche pour que les droites en pointillés ne se coupent plus. Observer : (LM) est parallèle 
aux droites en pointillés, L est le point à l'infini de (LM). Il y à encore alignement. 


- Envoyer C” sur la gauche pour que les droites en tirets ne se coupent plus. Observer : les trois couples de 
droites sont formés de droites parallèles qui se coupent en des points L, M, N situés sur la droite à l’infini, donc 
alignés. 


Conclusion : Si l’on suppose que les droites (ABC) et (4'B'C") sont sécantes, on obtient 3 cas de figures 
suivant que les intersections des couples de droites existent dans le plan affine ou non. On obtient encore 3 autres 
cas de figures si l’on suppose que les droites (ABC) et (4'B'C") sont parallèles. 


Il y a donc 6 cas de figures différents du Théorème de Pappus. 


5. Commenter les diapositives du fichier uesp0001sl. 


Filippo Brunelleschi, né en 1377 à Florence et mort en 1446, fut l'architecte qui construisit le célèbre dôme de la cathédrale Santa 
Maria del Fiore dans la Florence des Médicis, mais ce fut aussi un horloger, un orfèvre, et un peintre de talent de l’école florentine. 
On lui attribue le projet du Palais Pitti de Florence, l’un des premiers palais de la Renaissance. 

?Le style de la façade d’un bâtiment offre une rythmique propre qui n’est autre que le résultat de l’alternance entre les vides et les 
pleins tels qu’on les perçoit (scansion : n. f., action de scander des vers). 

SRelevé sur Wikipedia : Le Sieur Girard Desargues Lyonnois comme il signe lui-même ses écrits, est un géomètre et architecte 
français né à Lyon le 21 février 1591 et décédé à Lyon en octobre 1661, considéré comme fondateur de la géométrie projective : il a 
donné son nom à la configuration de Desargues et au théorème de Desargues. 


Complément : 
Démontrons le Théorème de Pascal (direct et réciproque) dans le cadre projectif : 


Théorème 1 (Théorème de Pascal, sens direct et réciproque) On considère un hexagone du plan projectif. 
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) L’hexagone est inscrit dans une conique. 

(ii) Les intersections des paires de côtés opposés sont alignées“. 


Preuve” : (i) = (ii) — La FIG. 4 représente un hexagone M MM3MAM3 M inscrit dans une conique (ici une 


ellipse). Les intersections des côtés opposés (MB) et (MM), (MM) et (M5M6), (M3MA) et (MiM6) sont 
notées respectivement À, B et C. 

En utilisant des propriétés des homographies sur une conique, on constate que le birapport du faisceu de droites 
(CSM) , (SM) , (SM) ,(SM6)) est indépendant du choix du point S sur la conique. On en déduit légalité des 
birapports de droites concourantes : 


[A ME), (MM), (MM), (MiM6)] = [(M3M2), (MM), (MM) , (M3M6)]. 


Figure 4 Théorème de Pascal 


En interceptant ces faisceaux de droites avec les droites (MM) et (M; M6), on obtient donc légalité de birapports : 
[A, Ma, M5, P] = [B,Q, M5, M5] (1) 


où P est l'intersection de (M1 M6) et (MM), et où Q est l’intersection de (M3M4) et (Ms M6). 

Les droites (W1Q) et (PM) se coupent en C. La projection centrale x de sommet C de la droite (M4M5) sur la 
droite (M; M6) transforme À en un point B’, M4 en Q, M5 en lui-même, et P en M6. Comme un birapport est 
invariant par projection centrale : 


[A, Ma, M, P] = FB°:0) M5, M] (2). 


(1) et (2) donnent [B,Q, M5, M6] = [B",Q, M5, M6], d'où B = B'. Ainsi B est l’image de À par r, et les points À, 
B et C seront alignés. 


#Evidemment, si deux côtés opposés sont confondus, leur intersection n’est pas unique. Dans ce cas, il faut interpréter la condition 
(ii) de cette façon plus large : "il existe trois points appartenant à ces intersections qui sont alignés". Si la conique est propre, un 
hexagone inscrit dans cette conique ne pourra pas avoir des côtés (au sens de droites") confondus car une droite coupe une conique 
propre en au plus deux points. 

Preuve trouvée sur Wikipedia le 14 décembre 2009 en http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me de. Pascal. 


(ü) = (i) — La projection centrale 7 de sommet C' de la droite (M4M5) sur la droite (W5 M6) transforme À en B 
de (M: M6), MA en Q, M3 en lui-même, et P en M6. Comme un birapport est invariant par projection centrale, 


on obtient : 
[A, M4, M, P] EH [B, (9 M, M]. 


On en déduit l'égalité des birapports de faisceaux de droites : 
[Mi Mo), (MM), (MM) , (MiMe)] = [(M3Mo) , (M3Mi), (M3M5),(M3M6)]. (+) 


Cinq points définissent une conique : il existe une conique € passant par M1, M, M3, M1 et M3. Pour conclure, 
il reste à vérifier que l’égalité des birapports de faisceaux de droites (+) implique que M6 € C.m 


Cas particulier : le cercle d’Euler. 
La FIG. 5 montre le cercle d’'Euler d’un triangle ABC. Ce cercle passe par neuf points : les milieux 4’, B', C’ des 
côtés du triangle ABC, les pieds H4, Hp, Ho des hauteurs, et les milieux 7, J, K, des segments [AH], [BH] et 
[CH]. 
Le Théorème de Pascal montre que les côtés opposés de l’hexagramme HG A'HB2C"H 1B' se coupent en trois points 
L, M, N alignés, et le dessin fait avec Geogebra semble montrer que la droite (LMN) passe par le centre O du 
cercle circonscrit à ABC et l’orthocentre H du triangle ABC. La droite (LM N) serait donc la droite d’Euler du 
triangle ABC. 
On peut obtenir d’autres alignements sur la FIG. 5 en utilisant des hexagones inscrits dans le cercle d’Euler dont 
les sommets sont choisis parmi les 9 points "spéciaux" qui appartiennent à ce cercle. 


Figure 5: Hexagramme de Pascal dans le cercle d’Euler 
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Résumé : Voici une introduction aux espaces projectifs. Après avoir rendu 
compte du lien intime qui existe entre les espaces affines et les espaces pro- 
jectifs, on justifie l'emploi de ces espaces en montrant que ce cadre de travail 
simplifie les démonstrations des théorèmes de Pappus et de Desargues en nous 
évitant d’avoir à envisager les nombreux cas particuliers qui apparaissent très 
vite en géométrie affine. 


On achève cette incursion projective en montrant comment la dualité permet 
de déduire mécaniquement des énoncés de théorèmes. 


Cet exposé convient parfaitement pour découvrir les espaces projectifs. Il 
devrait aussi permettre aux candidats aux CAPES et aux agrégations de pren- 
dre du recul en leur donnant l’occasion de : 


- mettre en oeuvre des résultats vectoriels classiques, 

- compléter une culture mathématique générale, 

- mieux comprendre deux jolis théorèmes dans des environnements géomé- 
triques différents. 


